
Zápočtový test z MA2, varianta B 9. 5. 2017

1. Vhodným zp̊usobem integrace spoč́ıtejte integrál∫∫
E

y2 dS,

kde
E : y2 ≤ 2x & y ≥ x− 4

Oblast E načrtněte.

Řešeńı:
Oblast je vnitřńı část paraboly y2

2 = x (obrácené v směru osy x), která je oř́ıznutá šikmo př́ımkou
y = x− 4. Zintegrujeme postupně nejdř́ıve podle x (tj. rozřežeme E vodorovně) a pak podle y. K tomu
potřebujeme zjistit rozsah proměnné y (tj. pr̊umět oblasti E na osu y), neboli pr̊uniky hyperboly s
př́ımkou:

y2 = 2x ∧ y = x− 4

y2 = 2(y + 4)

0 = y2 − 2y − 8 = (y − 4)(y + 2)

Množinu E tedy zaṕı̌seme jako

E : −2 ≤ y ≤ 4 &
y2

2
≤ x ≤ y + 4

Takže máme

∫∫
E

y2 dS =

4∫
−2

y+4∫
y2

2

y2 dx dy =

4∫
−2

y2

(
y + 4− y2

2

)
dy =

4∫
−2

y3 + 4y2 − y4

2
dy =

=

[
y4

4
+ 4 · y

3

3
− y5

10

]4

−2

= 64 +
256

3
− 512

5
− 4 +

32

3
− 16

5
=

= 60 +
288

3
− 528

5
= 50 +

2

5
.

2. Spoč́ıtejte objem tělesa
A : x2 + y2 ≤ 4 & y + z ≤ 2 & z ≥ 0.

Těleso A načrtněte.

Řešeńı:
Těleso A je část́ı svisle postaveného válce o pr̊uměru 2, který je seř́ıznutý dole vodorovně a nahoře

pod úhlem 45◦. Použijeme proto cylindrické souřadnice:

Φ : x = r cosϕ, y = r sinϕ z = h .

Oblast parametrizace U tak bude



U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ r ≤ 2 & 0 ≤ h ≤ 2− r sinϕ .

Pak dostáváme

objem A =

∫∫∫
A=Φ(U)

1 dV =

∫∫∫
U

r dh dr dϕ =

2π∫
0

2∫
0

2−r sinϕ∫
0

r dh dr dϕ =

=

2π∫
0

2∫
0

2r − r2 sinϕ dr dϕ =

2π∫
0

[
r2 − r3

3 sinϕ
]r=2

r=0
dϕ =

2π∫
0

(
4− 8

3 sinϕ
)

dϕ = 8π .
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